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CORPS STABLES
CE´DRIC MILLIET
Re´sume´. On y montre qu’un corps stable de caracte´ristique positive est de
dimension finie sur son centre, puis on ge´ne´ralise la chose aux corps simples.
Macintyre a montre´ qu’un corps ω-stable commutatif e´tait fini ou alge´briquement
clos [8], re´sultat ge´ne´ralise´ aux corps superstables par les soins de Cherlin et She-
lah [3]. Il s’en suit qu’un corps superstable est ne´cessairement commutatif [2].
Pillay, Scanlon et Wagner ont montre´ qu’il en allait de meˆme pour un corps su-
persimple [9]. Quant aux corps commutatifs stables infinis, on conjecture qu’ils
n’ont pas d’extensions se´parables. Scanlon a montre´ qu’un corps commutatif stable
infini n’avait pas d’extension pseudo-radicale [11]. Wagner a adapte´ l’argument
aux corps simples, montrant que ces derniers n’ont qu’un nombre fini d’extensions
pseudo-radicales [7]. Etablir qu’un corps est commutatif proce`de ge´ne´ralement en
deux e´tapes, la premie`re e´tant de de´montrer que le corps vu comme espace vectoriel
sur son centre doit eˆtre de dimension finie, la seconde, que le centre ne peut avoir
d’extensions gauches de degre´ fini. Concernant un corps stable, au moins pouvons
nous montrer qu’en caracte´ristique positive, il est de dimension finie sur son centre.
C’est aussi valable pour un corps simple.
1. Structures stables
Dans une the´orie T donne´e, une formule f(x, y) a la proprie´te´ de l’ordre si elle
ordonne totalement une suite infinie, i.e. s’il existe une suite infinie a1, a2 . . . telle
que
T |= f(ai, aj) si et seulement si i < j
La formule f a la proprie´te´ de l’ordre strict si elle de´finit un ordre partiel ayant des
chaines infinies, i.e. si f est une relation re´flexive transitive et antisyme´trique, et
s’il existe une suite infine a1, a2 . . . de´le´ment deux a` deux distincts telle que
T |=
∧
i<j
f(ai, aj)
Si une formule a la proprie´te´ de l’ordre strict, elle a aussi la proprie´te´ de l’ordre.
De´finition 1. Une the´orie est stable si aucune formule n’y a la proprie´te´ de l’ordre.
Une structure est stable si sa the´orie l’est.
Nous renvoyons a` [10] et [13] les lecteurs inte´resse´s par les groupes stables.
Nous rappelons seulement qu’a` toute formule f(x, y) dans un groupe sans la pro-
prie´te´ d’ordre strict est associe´ un entier n, tel que toute chaˆıne de´croissante de
sous-groupes de´finis par des des formules f(x, a1), . . . , f(x, am) n’ait pas plus de n
e´le´ments. Qui plus est :
Sujets mathe´matiques dont il est question. 03C45, 03C60, 16K20.
Mots clefs. Corps, the´ories stables, the´ories simples.
Les re´sultats pre´sente´s ici forment une partie de la the`se de doctorat de l’auteur, pre´pare´e a`
Lyon sous la direction du professeur Wagner.
1
2 CE´DRIC MILLIET
Fait 1. (Baldwin-Saxl [1]) Dans un groupe stable, a` toute formule f(x, y) est as-
socie´ un entier n, tel que l’intersection d’une famille quelconque de sous-groupes
H1, . . . ,Hm, . . . definis par des formules f(x, a1), . . . , f(x, am), . . . soit l’intersec-
tion de n d’entre eux.
Il en re´sulte que dans un groupe stable, une chaˆıne strictement monotone de
centralisateurs est finie.
Proposition 2. Soit G un groupe sans proprie´te´ d’ordre strict, et h un homo-
morphisme de G dans lui-meˆme. S’il y a une formule f(x, y) telle que les images
ite´re´es de h soient de´finissables par des formules f(x, ai), alors G est e´gal au pro-
duit Kerhn · Imhn pour un certain entier n. En particulier, si h est injectif, il est
surjectif.
De´monstration. Comme les images ite´re´es de h sont uniforme´ment de´finissables,
elles stationnent a` un certain rang n. Remarquer que l’intersection Kerhn ∩ Imhn
est re´duite a` zero pourvu que Kerhn = Kerhn+1. 
2. Corps stables
The´ore`me 3. Un corps stable de caracte´ristique positive est de dimension finie
sur son centre.
De´monstration. Soit D ce corps, p sa caracte´ristique, a un e´le´ment hors du centre,
et fa l’application qui a` un e´le´ment x du corps associe x
a − x.
(1) Les images et noyaux itere´s de f stationnent : d’apre`s le binoˆme de Newton
fp
n
a (x) =
pn∑
k=0
(−1)pn−kCkpnxa
k
= xa
pn − x = fapn (x)
Il y a donc une sous-chaˆıne de la chaˆıne des images ite´re´es de f qui est uniforme´ment
de´finissable : les images ite´re´es stationnent par stabilite´. Le meˆme argument vaut
pour la chaˆıne des noyaux.
(2) L’application f n’est pas surjective : si elle l’e´tait, puisque le noyau n’est pas
vide, la suite des noyaux ite´re´s serait strictement croissante, ce qui est impossible.
(3) D est un espace vectoriel de dimension finie sur C(a) : d’apre`s la proposi-
tion 2, il y a un entier m telle que
D = Kerfm + Imfm
Remarquer que la somme est directe puisque la chaˆıne des noyaux stationne. Soit
H l’image de fm ; quitte a` augmenter m, on peut supposer le noyau de fm e´gal
a` C(am). Soit I une intersection minimale de translate´s a` gauche de H par des
e´le´ments non nuls de D ; c’est un ide´al propre de D, donc nul. Cependant, d’apre`s
le fait 1, l’intersection est une intersection finie, disons de n translate´s. D’apre`s [4,
Corollary 2 p. 49], la dimension de C(am) sur C(a) est celle de Z(C(am))(a) sur
Z(C(am)), donc H est un espace vectoriel sur C(a) de codimension au plus m, et
I est de codimension au plus m · n.
(4) Pour conclure, soit D > D1 > · · · > Dn > Dn+1 une chaˆıne de centralisa-
teurs, avec Dn non commutatif minimal. Dn existe d’apre`s le fait 1. Le corps D est
de dimension finie disons l sur Dn+1. D’apre`s [4, corollaire 2 p. 49], le corps D est
de dimension au plus l2 sur son centre. 
Remarque 4. Le centre d’un corps stable infini est aussi infini. En caracte´ristique
positive, il contient la cloˆture alge´brique de Fp d’apre`s [11] : tout e´le´ment d’ordre
fini est dans le centre.
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3. Corps simples
Nous ne de´finirons pas ici ce qu’est une the´orie simple, mais renvoyons a` [14] pour
plus d’informations. Nous aurons simplement besoin des re´sultats suivants. Rappe-
lons que deux sous-groupes d’un groupe donne´ sont commensurables si l’indice de
leur intersection est fini dans chacun d’entre eux.
Fait 2. (Schlichting [12, 14]) Soit un groupe G et H une famille de sous-groupes
uniforme´ment commensurables. Il y a un sous-groupe N de G commensurable aux
membres de H et invariant sous l’action du groupe d’automorphismes de G laissant
la famille H globalement invariante. Si les membres de H sont de´finissables, N l’est
aussi.
Fait 3. (Wagner [14]) Dans un groupe simple, une chaˆıne de´croissante d’in-
tersections d’une famille H1, H2 . . . de sous-groupes de´finis par les formules
f(x, a1), f(x, a2) . . . ou` f(x, y) est une formule fixe´e, stationne a` indice fini pre`s.
Remarque 5. Si D1 < D2 sont deux corps infinis, l’indice du groupe additif de D1
dans D2 est infini. En particulier, dans un corps simple, toute chaˆıne de´croissante
de centralisateurs stationne.
Fait 4. Dans une structure simple, aucune formule n’a la proprie´te´ de l’ordre strict.
The´ore`me 6. Un corps simple de caracte´ristique positive est de dimension finie
sur son centre.
De´monstration. Soit D ce corps, p sa caracte´ristique, a un e´le´ment hors du centre,
et fa l’application qui a` x associe x
a − x.
(1) Les images et noyaux itere´s de f stationnent et f n’est pas surjective : comme
dans le cas stable d’apre`s le fait 4.
(2) Le centralisateur de a est infini : on ne perd rien a` supposer l’ordre de a fini,
et meˆme un entier premier, disons q. D’apre`s [5, lemme 3.1.1], il y a un e´le´ment x
d’ordre infini tel que xax−1 soit e´gal a` ai mais pas a` a. Le petit the´ore`me de Fermat
affirme que iq−1 est congru a` un modulo q, donc xq−1 et a commutent : C(a) est
infini puisqu’il contient xq−1.
(3) D est un espace vectoriel sur C(a) de dimension finie : d’apre`s la proposition
2,
D = Kerfm + Imfm
Soit H l’image de fm, et supposons son noyau e´gal a` C(am). Soit N une intersection
minimale a` indice fini pre`s de translate´s a` gauche non nuls de H ; d’apre`s le fait
3, c’est une intersection finie, de taille n disons. Conside´rons l’ensemble H des
translate´s a` gauche de N par des e´le´ments non nuls. C’est une famille invariante et
uniforme´ment commensurable ; d’apre`s le fait 2, il existe un sous-groupe additif I
invariant et commensurable a` N . C’est donc un ide´al propre, re´duit a` ze´ro : N est
fini. Etant un espace vectoriel a` droite sur C(a), N est re´duit a` ze´ro. Nous finissons
comme dans le cas stable, en concluant que D est de dimension finie sur C(a), et
donc sur son centre d’apre`s la remarque 5. 
Remarquons qu’un corps gauche, au moins comme nous le traitons ici, n’est
pas beacoup plus qu’un corps muni d’un ensemble de morphismes de corps : les
conjugaisons. Le the´ore`me pre´ce´dent a donc naturellement l’analogue suivant pour
un corps aux diffe´rences finies. Rappelons aussi que dans un corps superstable, tout
morphisme de corps est soit trivial, soit posse`de un nombre fini de points fixes [6].
Proposition 7. Soit K un corps, et f un homomorphisme du corps K. Soit F
l’ensemble des points fixes de f , et P un polynoˆme scinde´ sur F dont on suppose
les compose´es ite´re´es P (f)n uniforme´ment de´finissables. Si la the´orie de K est
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simple, alors soit K est une extension alge´brique de F de degre´ fini, soit l’image de
P (f) est d’indice fini dans K+.
De´monstration. Supposons K infini. Soit
∏
(X − ai)ni une de´composition du po-
lynoˆme f . Remarquez que le noyau et l’image de P (f) sont tous deux des espaces
vectoriels sur F , et que le noyau se de´compose en la somme
⊕
i Ker(f − ai · id)ni ,
chacun des facteurs Ker(f − ai · id)ni e´tant de dimension au plus ni sur F . D’apre`s
la proposition 2, le corps K est e´gal a` KerP (f)m + ImP (f)m. Soit H l’image de
P (f)m, et N une intersection minimale a` indice fini pre`s de translate´s de H par des
e´le´ments non nuls. Remarquez que si N est fini, il y a une intersection minimale
tout court qui est un ide´al propre, re´duit a` ze´ro. D’apre`s le fait 3, l’intersection
N est une intersection finie, disons de taille n. Soit H l’ensemble des translate´s
non nuls de N . D’apre`s le fait 2, il existe un sous-groupe additif de K invariant et
commensurable a` N . Appelons le I : c’est un ide´al de K. Si I est K tout entier,
l’image de P (f) est d’indice fini dans K+ ; pour peu que F soit infini, l’application
P (f) est surjective puisque son image est un espace vectoriel sur F . Dans le cas
contraire, I est re´duit a` ze´ro, ainsi que N . Mais H est un espace vectoriel sur F de
codimension finie disons r, donc N est de codimension au plus r · n. 
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